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Clasa a XI-a - Bareme

1).Fie 4,B € M,(Z) astfel incat numerele det 4 si det(4+ B) sunt intregi impare. Demonstrati ca

det(A4 + kB)# Opentru k € Z .
propusa de prof. Opris Adonia

Barem de corectare:

Polinomul P(X) = det(A + XB) are coeficienti intregi deoarece 4, B au elemente numere intregi

Mai mult P(0)=det 4 si P(l)=det(4 + B) sunt numere impare.......................... Ip

Presupunem prin absurd ca existd k € Z astfel incat P(k) =0. Atunci X —k divide polinomul
P(X)adica P(X)=(X-k)O(X), Q polinom cu coeficienti Intregi..........c.cceevueerueenueenen. 2p

Atunci P(0) =-kQ(0) si P(1)=(1-k)QO(1) si cum unul dintre numerele —k , 1—k este par rezulta ca
unul dintre numerele P(0), P(1) este par; contradictie......................... Ip

Prin urmare P(k)# 0, Vk € Z adicd det(4+kB)= 0, pentru k € Z ....cooeveeveenn.. Ip

2). Se da sirul (a,),., definit prin @, €(0,1)si a,,, =a,(1-a,), Vne N*

Sa se arate cd: lim(n-a,)=1.

n—>0

Selectata de catre prof. Bara Lajos din OM, SUA

Barem de corectare:
Avema, €(0,1)=a, =a,-(1-4,)€(0,1)

Presupunem a, €(0,1) siavem a,,, =a,-(1-a,)€(0,1)
Conform principiului inductiei matematice obtinem: 0 <a, <1,Vnell . 2 puncte

Deoarece a, €(0,1)si 1—a, €(0,1)rezultd cd a,,, =a,-(1-4a,)<a, 1 punct
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Sirul dat este descrescator si marginit inferior de 0. Fiind sir convergent, putem trece direct la
limita in relatia de recurenta. Rezulta: lima, =0. 1 punct

n—»0

Definim sirul (b,) _

. . . U 1 - A o
Din relatiile de mai sus rezulta ca sirul | — este crescator nemarginit, indeplinand
nell

an
conditiile aplicarii teoremei Cesaro-Stolz. 1 punct
... n . n+l-n . a-a ) a -(1-a )
Rezultd: lim— = lim——— = lim ——=L = [im—~ (1-a,) =lim(l1-a,)=1
n—»o i now | _ i n—w a,—a,, n—w a, —a,- (1 — an) n—»w
an an+1 an
Deci lim(n-a,)=1. 2 puncte

n—>0

3). Sa se calculeze lim

Hn—>0

3 n _
(limx+\/;+\/;+"'+\/; n} VneN,n>2.

x—1 xn f— 1

Prelucrare de prof. Jecan loan

Barem de corectare:
Calculdm mai intai limita din paranteza:
/=i (x—1)+ (\/; - 1)+ g{/;l— 1)+ ot (K/; —~ 1);
X—> X j—

Amplificdm cu conjugatele fiecarei paranteze (exceptand prima):

(%—1 Naxk +§x2 +...+§/;+1)=x—1.

1 1 1
(x—1) 1+ + +oF
! lim { Jx +1 VYx? +3x +1 Ax" +4x" +...+1j _
x—1 (x—l)(x"_1 +x"7 4+ X +x+l)
I+ —+..+—
-2 n (4 puncte)
n
I+ +..+—
Pentru calculul L =lim " aplicim lema Cesaro-Stolz.
n—>0 n

< 1 1 o < . .
Notdim a, =1+—+...+—, b, =n sir strict crescdtor i nemarginit.
n

.. a a
Calculim lim—L—=

n—oo an — bn n—o p+ 1

=0 = L=0. (3 puncte)
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4).Fie A,BeM, e (R) astfel incat Tr(4AB)=3 si det(4B)=1. Sa se arate ca:
a) Matricea 4 este inversabila

b) (BA)" =31,- BA

Propusa de prof. Lucaciu Simona
Barem de corectare:
a) Deoarece 1 = det(4B) = det(4)-det(B) = det(4)# 0= 4 este inversabila (2p)

b) Scriem relatia lui Hamilton —Cayley pentru matricea BA
(BA)’ —Tr(BA)-(BA)+det(BA)-1, = O, (2p)

Folosind proprietatile: Tr ( BA)=Tr (AB) si det. (BA) = det (4B) , obtinem (2p)
(BAY =3(BA)+1, =0, = I, =3(BA)—(BA)* = I, = (BA)- (31, — (BA)) = (31, — (BA)) - (BA)

Deoarece det (B4A)=1= BA este inversabila si din relatia de mai sus (1p)
obtinem ¢d (BA)™' =31, - BA
NOTA:

Pentru orice alta solutie corecta se va acorda punctajul maxim.
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